Agrégation - Legons

Théoreme de GROTHENDIECK

[BERNIS, p 127]

ENONCE :

Théoréme : Soit (€2, F, 1) un espace mesuré de mesure finie.
Soit un réel p > 1 et V' un sous-espace vectoriel de LP(u).
On suppose :

o V est fermé dans LP(u).
o V. .C L™®(p).
Alors dim(V') < +o0.

DEVELOPPEMENT : On peut supposer, sans perte de gé-
néralité, que u(€2) = 1. 1l suffit de définir une nouvelle mesure sur
(€2, F) définie pour tout A € F par A(A) = 44,

1(§2)
LEMMES :
1. Sur l'espace vectoriel V, les normes ||.||, et ||.||o sont équi-
valentes.

2. Il existe une réel strictement positif 3 tel que

VEeV, (Ifllee < BlIfll2

Démonstration. 1. Comme u(€2) < 400, on a , par inégalité de
HOLDER, que l'injection canonique L™ (u) — LP(00) est conti-
nue. En particulier, pour tout f € V', on a :

1F1lp < p()7] f]]oo

——
=1

Ainsi, V est également un sous-espace vectoriel fermé de L>(u)
comme image réciproque d’'un fermé par une application conti-
nue. Par complétude de L>(u), Uespace (V,||.||«) est de BA-
NACH. Par le méme argument, on a que (V,|.||,) est également
de BANACH.

Voyons que le graphe de I'injection canonique ¢ : (V,||.|[,) —
(V) ]]-lloo) est fermé. On se donne (f,,)nen une suite d’éléments
de V telle que : f, =5 fet f, = t(fn) L% g lorsque n —» 400
avec f et g sont des éléments de V.

Par RIESZ-FISHER, il existe une suite extraite, (f,, )ren qui
converge p-presque partout vers f. Mais (¢(fy,))ren converge
vers g dans L>(u) donc (f,, )ren converge u-presque partout
vers g, d'ou g = f p-presque partout, i.e., g = f = u(f)
dans L>*(u). Ceci montre que le graphe de ¢ est fermé dans
LP(p) x L*(p). En vertu du théoréme du GRAPHE FERME, ¢ est
une application linéaire continue. Il existe donc une constance
a € R7 telle que :

VEeV, (lfllse < allflly

On a ainsi montré 1’équivalence des normes.

2. Soit f € V. Distinguons 2 cas :

e Si p <2, on a, par I'inégalité de HOLDER :

11l < (@) F [ Fll2 < |I£]l2
d’ou :
11l < allf]]2

e Sip>2,0na:

115 < 11
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d’ou :
L\? P p—2 2
(2) 191 < 128

Finalement, pour tout f € V', on a :

1 1loo < 2| f1]2

En prenant /3 suivant les cas o ou a2, on obtient le résultat.
O

Démonstration. : Soient N € N* et (f,)nei,n)) une famille libre
d’éléments de V. Quitte & lui appliquer dans L?(u) le procédé d’or-
thonormalisation de GRAM-SCHMIDT, on peut supposer que cette
famille est orthonormée.

Considérons alors ’application :

[ Bl —
b= (by,...,by) — N b;fi

Comme (Ben(0,1),]].||2) est un espace métrique compact, il est
séparable. On dispose donc d’une suite dense (by)reny d’éléments
de Bewn(0,1). D’apres le lemme et 'orthonormalité de la famille
(fu)neq,ny> on a, pour tout k € N :

T (bi)lloe < BIT(br)]]2 <

Par la définition de la norme L*(u), pour tout k € N, il existe
A, € A, ensemble de mesure pleine, tel que, pour tout x € A, on
ait :

T(bx) ()| < 5
Posons A := N2 Ay qui est également de mesure pleine comme in-
tersection dénombrable de tels ensembles. Pour tout x € A et pour

tout k € N, on a :

T(be) ()] < B
Or, pour tout x € A, b+ T'(b)(x) est une application continue car
linéaire en dimension /N. Donc on peut étendre par densité 1'inéga-
lité a tout élément de Ben(0,1).
Pour tout z € A, on définit un élément c(x) € Bewn(0,1) par la
relation suivante :

o= |, e G B 2.0
Ainsi, pour tout z € A,

(0,...,0), sinon.
N
Zl\fi(fﬂ)P =

,0)

[T (c(x))(2)]* < B°

Enfin, en intégrant cette inégalité sur A (qui est de mesure pleine),
et par orthonormalité de la famille (f,),cn x|, on obtient :

N
N =3 [ @) Pdu()

=1

= [, Sl

2
<8 [ du)
= 52
Le cardinal d’une famille libre est donc majoré par 3%, donc V est
de dimension finie. ]

Remarque : 1l s’agit d’un résultat "vitrine" de ’analyse car il né-
cessite de maitriser bon nombre de résultats classiques.
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